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У статті досліджується задача про нелінійні коли-
вання тришарових неоднорідних кругових циліндричних 
оболонок. Передбачається, що шари виготовлені з різних 
неоднорідних ізотропних матеріалів і пружні характе-
ристики є безперервними функціями координати товщи-
ни оболонки. Беручи справедливість гіпотези Кірхгофа-
Лява для всього елементу, отримана система рівнянь 
руху оболонки з урахуванням геометричної неліней-
ності. Отримане аналітичне рішення задачі
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лонки, нелінійні коливання, неоднорідний матеріал, 
амплітудно-частотні характеристики
В статье исследуется задача о нелинейных колеба-
ниях трехслойных неоднородных круговых цилиндриче-
ских оболочек. Предполагается, что слои изготовлены 
из различных неоднородных изотропных материалов 
и упругие характеристики являются непрерывными 
функциями координаты толщины оболочки. Принимая 
справедливость гипотезы Кирхгофа-Лява для всего эле-
мента, получена система уравнений движения оболочки 
с учетом геометрической нелинейности. Получено ана-
литическое решение задачи
Ключевые слова: трехслойные круговые цилиндри-
ческие оболочки, нелинейные колебание, неоднородный 
материал, амплитудно-частотные характеристики
1. Введение
Различные задачи об устойчивости и колебании 
одно- и многослойных пластин и оболочек, изготов-
ленных из однородно упругих материалов, в современ-
ной научной литературе освещено достаточно [1–4]. 
Однако когда конструкции изготовлены из неодно-
родных материалов и рассматриваются геометрически 
нелинейные задачи, научные исследования в этой об-
ласти редко встречаются в литературе.
Поэтому в данной статье дается постановка задачи 
исследования нелинейных колебаний трехслойных 
круговых цилиндрических оболочек, слои которого 
изготовлены из различных неоднородно упругих ма-
териалов.
2. Анализ литературных данных
В статье [5] исследуется задача устойчивости и 
колебании непризматических слоистых призмати-
ческих элементов мембран. В [6] исследованы коле-
бательные процессы полярно-ортотропных неодно-
родных круговых пластинок. В [7] дана постановка 
и исследована задача о колебании двухслойных ци-
линдрических оболочек из функционально неод-
нородного материала. В [8] изучается собственные 
колебания симметрично слоистых цилиндрических 
оболочек из материала с переменными характери-
стиками. В статье [9] дана постановка и исследованы 
собственные колебания нано-пластинок на основе 
трехмерной теории упругости. В [10] проанализи-
рованы аэроупругое устойчивость и бифуркация 
слоистых панелей из нелинейного материала. В [11] 
задача о собственных колебаниях слоистых ком-
позитных пластинок исследована на основе метода 
конечных элементов. В статье [12] исследуется дина-
мические процессы слоистых стержневых систем. В 
[13] рассмотрены задачи о нелинейной устойчивости 
и закритическом поведении эксцентрично сжатой 
цилиндрической оболочки из функционально неод-
нородного материала.
3. Постановка задачи
Рассмотрим трехслойную круговую цилиндриче-
скую оболочку, изготовленную из неоднородно упру-
гого материала. Координатная система выбрана следу-
ющим образом: оси ОХ и ОY расположены в срединной 
плоскости, среднего слоя пластинки, ось OZ – направ-
лена перпендикулярно им.
Связь между компонентами напряжений и дефор-
маций на основе обобщенного закона Гука имеет вид:
σ = λ ε + λ ε σ =
= λ ε + λ ε σ = λ ε =
i i i i
11 11 11 12 22 22
i i i i
21 11 22 22 12 33 12
,  
,  (i 1,2,3) .  (1)
Здесь предполагается, что упругие характеристики 
материала слоев являются непрерывными функциями 
координаты толщины т. е.:
'k k k
ij ij ia (z).λ = λ ⋅
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Используем гипотезу Кирхгофа-Лява для всей тол-
щины элемента оболочки:
11 11 11 22 22 22 12 12 12e zx ,   e zx ,  e zx  ,ε = − ε = − ε = −   (2)
где е11 , е22 , е12 и x11 , x22 , x12 – бесконечно малые изме-
нения деформации и кривизны срединной плоскости.
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h h/2 h/2 h/2
M zdz zdz zdz .
+−
− − −
= σ + σ + σ∫ ∫ ∫
где h1, h и h2 – толщины соответствующих слоев. С уче-
том (1), (2) из (3) получим:
= λ ⋅ ⋅ + λ ⋅ ⋅ −
−λ ⋅ ⋅ − λ ⋅ ⋅
2 20 0
11 1211 11 11 12 22
2 21 1
11 1211 11 11 22
T A e A e
A x A x ,...  ,   (4)
= λ ⋅ ⋅ + λ ⋅ ⋅ −
−λ ⋅ ⋅ − λ ⋅ ⋅
2 21 1
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2 22 2
11 1211 11 12 22
M A e A e
A x A x ,...   .  (5)
В этих формулах Aijk – обобщенные жесткостные 
характеристики.
Таким образом, получены общие выражения для 
усилий и моментов рассматриваемой неоднородной 
трехслойной цилиндрической оболочки в виде (4) и 
(5). В дальнейшем используя эти выражения, будут 
получены уравнения движения оболочки в точной и 
приближенной постановке.
4. Получение уравнений движения оболочки
Как известно [1], уравнения движения прямоуголь-
ных пластинок состоит из следующих уравнений:
2
11 12 1 1 2 2
2
2
12 22 1 1 2 2
2
T T h h h u
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x y g t
T T h h h v
,     
x y g t
∂ ∂ γ + γ + γ ∂
+ = ⋅
∂ ∂ ∂
∂ ∂ γ + γ + γ ∂
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∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂ ∂
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Здесь γ1 , у, γ2 – удельные весы материала слоев, g – 
ускорение силы тяжести, u, v, w –перемещения точек 
срединной плоскости по направлениям x, y, z – соот-
ветственно.
Используем связь между деформациями и кри-
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∂ ∂ ∂ ∂  
(8)
С учетом (4), (5), (8) из (6), (7) получается систе-
ма нелинейных уравнений движения относитель-
но перемещений рассматриваемой оболочки в об- 
щем виде:
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Здесь Li– полученные нелинейные дифференци-
альные операторы.
Следует отметить, что деформации срединное пло-
скости оболочки должны удовлетворять уравнению 
совместности деформации :
22 2 2 2 2 2 2
11 22 12
2 2 2 2 2
e e e w w w 1 w
2  . 
y x x y x y x y R x
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − = − ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
(10)
Как видно, полная система уравнений движения 
рассматриваемой трехслойной оболочки в точной по-
становке состоит из (9) и (10).
5. Приближенная постановка задачи
В общем виде решение системы уравнений (9) свя-
зано с большими математическими трудностями. По-
этому в практике часто используется приближенная 
постановка задачи. В этом случае предполагается, что 
в системе (6) можно отбросить инерционные силы. Тог-
да эти уравнения будут удовлетворены тождественно, 
если ввести функцию напряжений F следующими 
соотношениями :
2 2 2
11 22 122 2
F F F
T ,  T ,  T  .
y x x y
∂ ∂ ∂
= = = −
∂ ∂ ∂ ∂  
(11)
Для преобразования уравнений (7), (10) к необхо-
димому виду, надо выразить eij через Tij и xij из соотно-
шений (4). Тогда после некоторых преобразований из 
(4) находим:
11 11 11 12 22 11 11 12 22e T T b x b x ,= α + α + +
22 21 11 22 22 21 11 22 22e T T b x b x  ,        = α + α + +  (12)
12 33 12 33 12e T b x .= α +
 11 11 11 12 22 11 11 12 22M r T r T R x R x ,= + + +




12 33 12 33 12M r T R x .= +
В этих формулах коэффициенты 
ijij ij ij
a ,  b ,  r ,  R  вы-
ражаются через обобщенные жесткостные характери-
стики.
Подставляя выражения (12), (13) в уравнения (7) 
и (10), после некоторых преобразований получим сле-
дующую систему уравнений нелинейных колебаний 
рассматриваемой оболочки:
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Здесь di и Di выражаются через обобщенные 
жесткостные характеристики пластинки и через L1 – 
обозначен следующий нелинейный оператор:
2 2 2 2 2 2
1 2 2 2 2L ( , ) 2  .      x y y x x y x y
∂ ϕ ∂ τ ∂ ϕ ∂ τ ∂ ϕ ∂ τ
ϕ τ = + − ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
(16)
Таким образом, в приближенной постановке задачи 
уравнение нелинейных колебаний трехслойной неод-
нородной оболочки получены в виде (14) и (15).
6. Метод решения задачи
Аналогично работе [4], в частном случае задача сво-
дится к исследованию колебаний полосы единичной 
ширины, имеющей размер вдоль дуги равной.
В этом случае можно показать, что уравнение дви-
жения получится в виде:
  ∂ ∂
− − σ −  ∂ ∂ 
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При шарнирном закреплении краев полосы выра-
жения для прогиба можно выбирать в виде:
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Величину , входящую в (17), найдем из условия 
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 (20)
Подставляя (18) в (20) из условия (19), нетрудно 
получить:
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С учетом (21) уравнение (17)-решается методом 
Бубнова-Галеркина:
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 π π ∂
− ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ − π ∂ 
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1 2 2 2
0 11
11 0 2 2 2
11










A 2 f 2 f W
A f
A b 4 b R y
A A 2 f 2 f
f
R A b 4 b R














+ ω φ ξ =    (23)




c h 96 b
1
9 b Rh









1 12 21 2
E g
c =
γ δ + γ + δ γ




δ = δ =  
( ) ( )
2
2 311
2 1 2 32
0
ω
Φ ξ = ⋅ α ξ + α ξ + α ξ
ω
, 
                ,
1 2 0 2 0 2
11 11 11
2 0 2 2 2
11 10 1 10 1
A A b A2 2 b
R A b E h R E h










α =  (24)
Перейдем к исследованию амплитудно-частотных 
зависимостей для рассматриваемой оболочки. При-
нимая приближенное решение уравнения (23) в виде:
=Acоst . (25)
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и удовлетворяя условию ортогональности, ¼ периода 




















При конкретных видах функций неоднородности 
материала слоев, амплитудно-частотные характери-
стики рассматриваемой оболочки определяются на 
основе (26).
7. Численные расчеты и анализ
Для проведения численных расчетов функции не-
однородности материала слоев принимались в следу-
ющем виде:
1 2
11 1 11 11 2
1 2
z z z
a (z) 1 ,    a (z) 1 ,   a (z) 1 .    
h h h
= + µ = + µ = + µ (27)
Результаты численных расчетов представлены 
на рис 1.
Рис. 1. График зависимости амплитудно-частотной  
характеристики оболочки на основе формулы (25). 
1: μ1=μ2=μ=0;  2: μ1=μ2=μ=1
Здесь пунктирной линией отмечено решение ана-
логичной однородной задачи.
8. Выводы
В статье дана постановка задачи и получена систе-
ма уравнений движения трехслойных неоднородных 
круговых цилиндрических оболочек в точном и при-
ближенном вариантах. Получено решение задачи о 
нелинейных колебаниях трехслойных оболочек и най-
дена формула для определения амплитудно-частотной 
характеристики оболочки.
Анализ проведенных численных расчетов пока-
зывает, что учет неоднородности свойства материала 
слоев может существенно влиять на поведение кон-
струкции в геометрически нелинейных задачах. В 
конкретном данном случае влияние неоднородности 
на значение амплитудно-частотной зависимости со-
ставляет 7–10 %. 
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